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Резюме: Разработка угольных месторождений сопровождается выделением метана из разрушенного угля и образова-
нием пылегазовоздушных смесей, предрасположенных к различным негативным газо- и термодинамическим явлениям 
в рудничной атмосфере, в первую очередь дефлаграционным и детонационным процессам, в результате чего в руднич-
ной атмосфере образуются ударные волны, что в условиях угольных шахт может привести к катастрофическим послед-
ствиям. С целью предотвращения распространения негативных газо- и термодинамических явлений в рудничной атмос-
фере на угольных предприятиях используются шахтные перемычки. К настоящему времени разработано достаточно 
много конструкций шахтных перемычек, а также технологических схем их возведения. Однако имеющиеся методики 
по определению параметров перемычек, на наш взгляд, не соответствуют реальным условиям их работы и поэтому не 
отвечают современным требованиям по обеспечению надежности перемычек. В статье обсуждается напряженно-дефор-
мированное состояние в шахтной перемычке круглого поперечного сечения на основе классической модели толстой 
плиты цилиндрической формы. Сформулирована краевая задача теории толстых плит в линейной постановке и постро-
ено ее решение, в результате которого найдены компоненты напряжений и перемещений в перемычке под действием 
давления, обусловленного ударной волной. Построены графики напряжений, изменяющиеся вдоль продольной оси пе-
ремычки и вдоль радиуса ее поперечного сечения. Отмечены некоторые закономерности распределения напряжений в 
шахтной перемычке.
Ключевые слова: горные выработки, шахтные перемычки, компоненты напряженного состояния, обобщенный закон 
Гука, краевая задача о равновесии перемычки, функции напряжений, уравнение Лапласа, задача Ламе
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Abstract: The development of coal deposits is accompanied by the release of methane from the destroyed coal and the formation 
of dust-gas-air mixtures predisposed to various negative gas and thermodynamic phenomena in the mine atmosphere, primarily 
deflagration and detonation processes, as a result of which shock waves are formed in the mine atmosphere, which in the 
conditions of coal mines can lead to catastrophic consequences. In order to prevent the spread of negative gas and thermodynamic 
phenomena in the mine atmosphere, mine bridges are used at coal enterprises. To date, quite a lot of designs of mine jumpers 
have been developed, as well as technological schemes for their construction. However, the available methods for determining 
the parameters of jumpers, in our opinion, do not correspond to the real conditions of their operation and therefore do not 
meet modern requirements for ensuring the reliability of jumpers. This article discusses the stress-strain state in a shaft bridge 
of circular cross-section based on the classical model of a thick plate of cylindrical shape. In the article, the boundary value 
problem of the theory of thick plates in a linear formulation is formulated and its solution is constructed, as a result of which 
the components of stresses and displacements in the bridge under the influence of pressure caused by a shock wave are found. 
Stress graphs are constructed that vary along the longitudinal axis of the bridge and along the radius of its cross section. Some 
regularities of stress distribution in the shaft bridge are noted.
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Введение 
Согласно нормативным требованиям эксплуатации 

угольных шахт при отработке пластов, склонных к само-
возгоранию [1; 2], проявлению газодинамических [3; 4] и 
детонационных процессов [5–10], необходимо проводить 
изоляцию выработанных пространств от действующих 
горных выработок. Процесс изоляции осуществляется воз-
ведением шахтных перемычек [1].

Конструктивные схемы шахтных перемычек рекоменду-
ется принимать на основе их прочностного расчёта, хотя 
при этом учитываются также горно-геологические и гор-
нотехнические условия в местах возведения перемычек.

К настоящему времени разработаны различные типы и 
конструкции перемычек [11], а также технологические схе-
мы их возведения. Однако в действующей нормативной 
документации пока отсутствует методика выполнения 
прочностных расчётов, обосновывающая проектные реше-
ния по выбору параметров шахтных перемычек. В связи со 
сказанным в данной статье рассматривается построение 
модели перемычки круглого поперечного сечения (рис. 1) 
на базе расчетной схемы толстой плиты в рамках следую-
щих допущений:

1) горная выработка круглого поперечного сечения, в ко-
торой жестко установлена бетонная перемычка, имеющая 
форму круглого цилиндра радиуса R;

2) перемычка изготовлена из монолитного бетона, пред-
ставляющего собой упругое тело;

3) давление на фронте ударной волны распределено 
равномерно по торцевому сечению перемычки и поэтому 
перемычка деформируется симметрично относительно ее 
оси.

Постановка задачи 
о напряженно-деформированном состоянии 
шахтной перемычки

Отнесем перемычку, представляющую собой плиту кру-
глого поперечного сечения к цилиндрической системе 
координат с началом в центре O срединной плоскости и с 
осью z, перпендикулярной этой плоскости. Радиус плиты 
обозначим через R, а толщину – через 2δ (рис. 1).

В силу 3-го допущения о симметричности деформации 
ее компоненты εrr, …, εzz в цилиндрической системе ко-
ординат и угол поворота ωθ определяются по формулам  
[12; 13]

                 

(1)

где ur, uz – компоненты вектора перемещения произволь-
ного элемента перемычки.

Исключив из формул (1) перемещения ur, uz, найдем про-
изводные

,                                 (2)

и воспользуемся уравнениями равновесия малого эле-
мента перемычки в цилиндрических координатах [12; 13]

                                                  

(3)

Согласно второму допущению об упругости материала 
перемычки имеют место соотношения закона Гука между 
напряжениями и деформациями

 

                                        

(4)

где Θ – объемная деформация, определяемая как

   
 (5)

а параметры Ламе λ, G, модуль Юнга E и коэффициент 
Пуассона μ связаны между собой следующими зависимо-
стями:

С помощью формул (4), (2) уравнения (3) преобразуем к 
системе уравнений 

                                                      

(6)

для которой сформулируем краевую задачу исходя из 
следующих рассуждений. Поскольку плита-перемычка на-
ходится в равновесии, то ее контур, непосредственно при-
мыкающий к поверхности выработки, не перемещается по 
всей длине перемычки, а давление ударной волны py урав-
новешено нормальными напряжениями в торцевом сече-
нии перемычки (z = δ). На противоположном же ее торце  
(z = – δ) нормальные напряжения σzz отсутствуют и поэто-
му граничные условия представляются в виде:

Рис. 1 
Расчетная схема шахтной 
перемычки

Fig. 1
Design scheme of the shaft 
jumper
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           (7)

В совокупности с системой уравнений (6) граничные ус-
ловия (7) образуют краевую задачу о взаимодействии ци-
линдрической перемычки с ударной волной.

Решение краевой задачи построим с помощью функций 
напряжений φ (r, z), Φ(r, z), с которыми свяжем объемную 
деформацию Θ и угол поворота ωθ следующим образом  
[8; 9; 13]:

       

(8)

а также компоненты напряжений σzz и σrz

(9)

Подставив формулы (8) в первое уравнение системы (6), 
приходим к уравнению

     
(10)

представляющему собой уравнение Лапласа в координа-
тах r, z для функции φ.

Выразим далее остальные компоненты напряженно- 
деформированного состояния плиты-перемычки через 
функции напряжений φ (r, z), Φ(r, z). Для этой цели вначале 
сопоставим вторую формулу (1) и вторую формулу (9), вы-
разив в ней с помощью последней формулы (4) напряже-
ние σrz через деформацию εrz :

                                                                    
(11)

Аналогично, сопоставив четвертую формулу (1) и вторую 
формулу (8), получим равенство

                                                          
(12)

Складывая вначале равенства (11) и (12), а затем вычитая 
их, получим два соотношения

   
(13)

Обратим внимание, что первое соотношение (13) может 
быть проинтегрировано, в результате чего получим связь 
между перемещением ur и функциями Φ,φ

                                                           
(14)

Учитывая в первой формуле (8) соотношения (5) и (14), 
выразим производную дuz/дz через функции Φ, φ и после 
преобразований получаем формулу

                                                      
(15)

интегрируя которую, находим

                                                       
(16)

Ввиду равенства смешанных производных [14] справед-
ливо следующее соотношение

подставляя в которое формулы (13) и (15), получаем равен-
ство

                                                          
(17)

которое устанавливает связь между функциями Φ и φ. 
Оно будет выполнено, если функция Φ представлена сле-
дующим образом:

                                                                            

(18)

в чем легко убедиться, подставив формулу (18) в (17), в 
результате чего мы приходим к уравнению Лапласа для 
функции ψ

                                                   
(19)

Таким образом, искомые функции φ и ψ в рассматривае-
мой задаче удовлетворяют уравнению Лапласа (10), (19), в 
связи с чем они обе являются гармоническими.

Далее подставим в (14) первую и третью формулы (1), вы-
разив тем самым компоненты деформации через функции 
напряжений

 

Учитывая полученные формулы вместе с первой форму-
лой (8) в соотношениях закона Гука (4), после преобразова-
ний получим остальные компоненты напряжений, выра-
женные через функции напряжений

                               
(20)

где обозначено

                                                           
(21)

Построение решения краевой задачи. 
Анализ результатов

Решение данной краевой задачи выполним в несколько 
этапов. В первую очередь рассмотрим изгиб плиты-пере-
мычки давлением py, приложенным равномерно к правому 
ее торцу.
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Подставив в (7) формулы (9), приведем условия (7) к сле-
дующему виду:

                 
(22)

Из первого равенства (22) вытекает соотношение

                                                                        

  (23)

где P – продольная сила в торцевом сечении от действия 
ударной волны.

Поскольку на противоположном торце перемычки про-
дольная сила P = 0, то из формулы (23) следует, что

                                                                             
(24)

и, следовательно, функция напряжений – P/2π  изменя-
ется от значения до нуля и поэтому её можно представить 
некоторым полиномом переменной z. Такая форма харак-
терна для решений многих задач теории упругости при 
осевой симметрии [10].

В силу сказанного примем функции ψ и φ в виде

   
(25)

и тогда φ в соответствии с формулой (18) будет выглядеть 
следующим образом:

(26)

Подставляя формулу (26) в условие (24), получаем урав-
нение

которое распадается на систему двух уравнений

                                               

(27)

Используя первое и второе условия (22), получаем еще 
одну систему уравнений

                                              

(28)

Решая совместно системы уравнений (27) и (28), находим 
значения постоянных:

с учетом которых формулы (25), (18) и (21) приобретают 
вид

        

(29)

Подставив найденные функции φ, Φ и Ω в формулы (9), 
(20), (14) и (16) получаем выражения для напряжений и пе-
ремещений в плите-перемычке:

  
(30)

Полученные выражения не являются окончательными, 
поскольку к ним необходимо добавить напряжения, обу-
словленные нагрузками q1 и q2, возникающими со стороны 
массива горных пород и зависящими от условий закрепле-
ния плиты-перемычки в выработке. Здесь отметим, что на-
грузка q1 является равномерно распределенной нагрузкой, 
а нагрузка q2 распределена вдоль цилиндрической поверх-
ности по линейному закону q2˙z/δ.

Для определения q1 и q2 учтем, что перемычка жестко за-
креплена в выработке, в связи с чем радиальные переме-
щения на левом и правом торцевых сечениях перемычки 
равны нулю

                                                                      
(31)

Поскольку перемещения перемычки ur(общ) складывают-
ся из перемещений ur, вызванных давлением на фронте 
ударной волны py, и перемещений ur (q1) , ur (q2) от действия 
сил q1 и q2

                                        (32)

то условие (31) можно переписать в виде

                                                                
(33)

в котором ur определяем по предпоследней формуле (30), 
а перемещения ur (q1) , ur (q2), по формулам [12]

                        
(34)

являющихся решениями задачи Ламе о сжатии цилин-
дрического тела по боковой поверхности.
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Подставляя в уравнение (33) предпоследнюю форму-
лу (30) и формулы (34), получим систему алгебраических 
уравнений 

относительно искомых величин q1 и q2, для отыскания 
которых сначала сложим полученные уравнения, а затем 
вычтем их. В результате находим

    

(35)

Значения напряжений и перемещений в перемычке от 
действия распределенных нагрузок q1, q2 определим по 
формулам

(36)

являющимся решениями задачи Ламе.
Подставляя выражения (35) в формулы (36), найдем на-

пряжения и перемещения в плите-перемычке, обусловлен-
ные нагрузками q1, q2:

(37)

Добавляя полученные формулы (37) к формулам (30), на-
ходим окончательные выражения для напряжений и пере-
мещений в плите-перемычке

(38)

По формулам (38) выполнены вычислительные процеду-
ры и построены графики напряжений в плите-перемыч-
ке при следующих исходных данных: μ = 0,3; py = 2 МПа;  

R = 1,75 м; δ = 1,15 м. На графиках представлены безразмер-
ные напряжения , показанные на рис. 2 и 3.

Анализируя графики зависимости напряжений от про-
дольной координаты z (рис. 2), замечаем, что график функ-
ции представляет собой выпуклую кривую, симме-
тричную относительно срединного поперечного сечения. 
Следовательно, наибольшие касательные напряжения  
σrz возникают в точках срединного поперечного сечения 
на расстоянии r = R от продольной оси плиты-перемычки.  
Из четвертой формулы (38) видно, что с уменьшением ко-
ординаты r напряжения σrz пропорционально уменьшают-
ся, а при r = 0 становятся равными нулю.

Функция монотонно изменяется от –1 до 0 на всем 
рассматриваемом интервале . При этом график 
функции представляет собой кривую с изменяющей-
ся кривизной. Так, на отрезке кривая является вы-
пуклой, а на отрезке  – вогнутой, при этом  точка      
z = 0 является точкой перегиба кривой. Обратим внимание, 
что напряжения σzz не зависят от координаты r, что полно-
стью согласуется с третьим допущением.

Наоборот, функции , монотонно возрастают 
на отрезке , а их графики в точке z = 0 также 
изменяют кривизну с выпуклости на вогнутость. Особо 

Рис. 2 
Зависимости безразмерных 
напряжений в перемычке от 
координаты z при r = R

Fig. 2
Dependences of 
dimensionless stresses in the 
jumper on the z coordinate at 
r = R

Рис. 3
Зависимости безразмерных 
напряжений в перемычке от 
координаты r в правом
торцевом сечении при z = δ

Fig. 3
Dependences of 
dimensionless stresses in the 
jumper on the coordinate r 
in the right
end section at z = δ
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отметим, что функции , являются знакопере-
менными. Так, в точке z = 0,455 м напряжения 
и, следовательно, на участке  функция 

отрицательная, и значит, на этом участке напряже-
ния σrr сжимающие. На участке  функ-
ция положительная и, следовательно, напряжения 
σrr  растягивающие. Сказанное справедливо и для напряже-
ний σθθ , которые на участке  являются сжи-
мающими, а на участке  – растягивающими.

Графики функций , показанные на 
рис. 3, представляют собой монотонно возраста-
ющие вогнутые кривые. Соответственно, в точках 
r = 0,942 м, r = 1,242 м функции , ста-
новятся равными нулю. В связи с этим на участках  

,  функции ,  
имеют отрицательные значения и, значит, напряже-
ния σrr и σθθ сжимающие, а на участках 

 данные функции положительные, а на-
пряжения растягивающие.

Заключение
Основные результаты работы сводятся к следующему:
– модель шахтной перемычки представлена расчетной 

схемой толстой плиты цилиндрической формы, для кото-
рой сформулирована краевая задача;

– решения краевой задачи построены с помощью функ-
ций напряжений, удовлетворяющих уравнению Лапласа;

– на базе полученных решений представлены формулы 
для компонентов напряженного состояния и построены их 
графики, анализ которых показал:

– нормальные напряжения, действующие вдоль оси z пе-
ремычки, монотонно изменяются от – py до нуля на всем 
рассматриваемом интервале z.

– нормальные напряжения, действующие в радиальном 
и окружном направлении поперечного сечения перемыч-
ки, являются знакопеременными функциями. В точках  
z = 0,4553 м и z = 0,8 м соответственно радиальные и окруж-
ные напряжения равны нулю. При z < 0,4553 м и z < 0,8 м эти 
напряжения являются сжимающими, а при z > 0,4553м и  
z > 0,8м – растягивающими.
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